
§21 .児交環



Thm. 21.2 iii)

Cor.

く 完交環 とは ? )

② 最重要定理 (これが 定義とされることもある ) : 外在的特徴づけ

代数 幾何 (' k [c.a}/(yz_ 、d-zx')、 <《 n
0 完備化 … 局所的 に 見 ると 」

正見則局所環 …

「
なめらか 」

視備化
正則列 …

「
“

独立な “

元 」

× KIxy丑/(yzx)

(正則列 ) (イザアル) …

「
…横断的な“超曲面 の 効

'

o dim (R/I) thtI = dimR
さらに

、
CMLoc

.

では
o dic. s aが 正則列 ⇒ ht (a..ar ) = n (Thn . 17

.4 ) aり

dimR
ヨ
R : 完備正則局所環 ちょうど 生代元の個数だけ

次元が落ちているという
codim ↓ (codim個で 生成されたイデアル) 意味で “独並”“横断的”

dieA A
「

の完交環 …

局所的に 見 ると 、 なめらかな 空間内 の

余次元)個 の 超曲面 の 交叉
」

Rmk 全ての 完備Noether局所環はある完備正則局所環の 商 ( Cohenの構造定理)
∝

よって必 ず A = RCA とは書けて 、G
が

「 良 い
」のが完交環 完備を外すと偽

～

codim個で生成



例 y ] {郎 .t
4
, t
' )} = {y'= xz ,

℃= Yz, 2
=x る} の 原点での局所府環

余次元工なのに
3曲面 の 交叉 、

ie
、 高さ 2 なのに
3π生成

2元では生成できない 。( of Ha
. ChapI Ex .

l . sl
'

→ 完交でない

原点以外での向所環は 完交( 実はより強く、正 り )

なぜか ?

原点以外では、
“局所的にはば
2曲面 の 交叉として

書けるため
。

例( 終わり )

その 他 (包含関係、
継承性

、 大域化 )

。 CM ≥ Gorenstein3 完交現環 予正則局所環

の A : 完交 ⇒ λ : 完交
。

の A : 完交 ⇒ Ap : 完交
。

。 A : 局所完全交 ⇒
ef
tp

. Ap : 完交
{ 今回 ノータッチ



Def.

代完交環を 内在的に 定義する。 (A ,mck ) : Noether 局所環
rm

Koszal複体のホモロジーの次元

Ep(A) : =dimyHp(K .(x.…xu ))つx …ixnは mの極小底 ) とおま

確認すべきこと 、

(QEP は 極小風 の 取力方 によらない ie .
A の 不変量 である )

② xi …cxn が 別の極小底 だったとすると 、“変換行列 ” (a:; ) すなわち

1 xi
「

= 予aji なる 可逆行列 がある (of _ thm .
2
.
3 ) 、

K
.
(xi . xn) → K

.
(x.… xu ) を ednaije 」で 定 めると 、

これは 微分 と 可換 で、各次数 に同型を誘導するので 、複体の同型

θ mHp (K . x. . , xn))= 0 ( ie_ Hp (Kex. …xn))は K -Vect.)
( cf . Thm . 16 .

5直前

Recallo emdim(A )
ef

dimp n/z
。 常 に em .dimA 2 dimA .

ー のことを 近取りというのだった。

Prop . A : 正則 ⇐> ε、 (A) = 0
.

@ oA : 正則なら 、 より 極小底 は 正則巴系であり
、

徒って Koszul 複体の 木 モロジーは 消 える、→ε 、(A) = 0
ε 、 (A) = 0 なら Thm _

l6 .5 (i ; )より極小底 は巴系 なので A :り

Cor . A .正則 ⇒ A : 完交



D 延則局所環 の 乗り 余環 の 一般論

R( .
n) : 見正 1局所環 emdimR = dimk

Vi V1脈 0
(A . )m = R/a emdim A 2 dimA'

reduction β ここがイコールであることは GE ㎡と 同値であり
、

そうなるように 正則局所環 Rを取ることができる 。

② て 手 ^℃ なら x ε G - 7℃ を 取ると

( Rim( ) dimk
d - 1 嘔

↓l ε'
(

R/(xy
.
nloes) dimRlox)

(A .)
m
e と経由 し

、

O ≠REnでより 近則元 なので dimRx)は dimRから 1 下 がる 、

CCE2 なら . n̂/ n ㎡=la)/nlo ) =77 ㎡ よりemdim は 等 し、

(
構成も 含め、一般論として重超 要 なeduction n



R( in) : 見 1局所環 emdimR = dimR

↓ 《 11 V1 (G ≤)

(A . ,) m =R/ emdim A ≥ dimA

2
.3① 極小底 : 多い…ー 象 …家 、 基底

を取るの ②
¢

1
n → m/㎡

α

!% ㎡ ③ iso . ask- vect
m →m/nそ

2. …
1

ユ

→ …底極小
in

" ox "… x .
④ 1 xn : 基底

となる

冃 K 。 (多 い
… … 弘)→gisk : proj- resol .

ORA = 10 } ∵ 極小底 は 近り巴系

↓
要するに
Tor の計算を

K 。 (x … …x ) :極小底
～

の Koszal 複体
している

、

る
」

ホモロジーを取る

Hp (K 。 (* ……))
→ Hp (K . x, .,xu)) = TorpR K( ,A)

目 O → 2→ R → A → 0 '
s ort,

R ( K . )Aon, iR (K,R ) →oifCknG → 11

③ Krr℃ KxR ⑤ KxA → 0 K して

④ ε
、 (A )%fdimkH 、 ( Kelx……x、) )

同
dimak 買 て = (氏 の 生成元の最小個数)

= : µ (ε)



Thm. 21.1

代 数値的 関係の一般論( A,mik ) :Noether局所

Prf .
; ) ^ ての 極小底 はm=mAの極小応をなす ( ∵mn = n/n㎡ での基底 )

x

Hp (K . (_水)
= Hp (K 。(_) A/m = Hp (K .卵)A め Alm ∂ A

^

: atAfl.
= Hp (K . (-水 * A ) 当AmA

= Hp (K 。(_)@K で dim を 取ればよい 。

ii) 完備化して両辺は変 わらないから A : 完備としてよい 、
Cohenの 構造定理を認める
～

すなわち . A は1R (R :り ) とかける

reductionθ を行 い
、

E
、 (A) 角 µ (G ) 2 ht (@=皆dimR- dimAqemdimA - dimA.高度定理

iii) で 手 でなら .reduction θでµ(c) も dimRも 1減 る
。

.

G ≤ な 3 = dimR- 與 より OK. ロ

R( in) emdimR = dimR

↓ ε V
Vu

def
(A . )m

a= 」
ん

‰

明晶 :かkenlin=
o=isizof

mhek"
d =0
(

嘘する印
た



Thm. 21.2

Thm. 21.3

中完交現環 の一般論 (A ,mik ) :Noether局所

prf . i ) : 定義美 の両込( E, emdim,dim )は見備化 で不変 なので OK

ii) 完交 ⇒
監

E ,= emdim-dim
☆ ht =µneialfayhea)1 ⇒
4τ は R列で生される。

iii) ≤ は OK ⇒ は Cohen の構造理定より (また ? )

prf . A : 完な A - Gor
⑪ Ex. 18 . 1 (私の 前 の pdf参照

A ()⇒ A = R /Q: 巴系イデアルの
…

… 既約性で分かる 。

正り局所環」列
Gor

.
現環正見 )列 ロロ

<正則列剰余 〉 正則局所環
n d 落ちる (2 ( .2 i( ;)

完交環
M

Gor
.

環 R 閉じる ( ( 8 . 1 )

M

CM 環 ② 閉的る (EX. 17. 3 ( ii))


